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Objetivos

• Tablas de hash para implementar de forma eficiente diccionarios

• Métodos de resolución de colisiones: encadenamiento y
direccionamiento abierto

• Funciones de hash
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Introducción

Muchas aplicaciones requieren mantener un conjunto dinámico sobre
el cual realizar las siguientes operaciones, llamadas operaciones de
diccionario:

– Insert: inserta un elemento al conjunto

– Search: determina si un elemento dado existe en el conjunto

– Delete: elimina un elemento del conjunto

Una tabla de hash implementa de forma efectiva un diccionario

Bajo suposiciones razonables, una tabla de hash es capaz de
implementar las tres operaciones en tiempo promedio constante
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Direccionamiento directo

Direccionamiento directo es una técnica simple que es factible cuando
el universo de claves U tiene un tamaño relativamente pequeño

Si el universo U = {0, 1, . . . ,m− 1} tiene m claves (m pequeño),
podemos utilizar un arreglo T [0 . . .m− 1] de dimensión m para
guardar los elementos directamente en el arreglo

Cada posición o “slot” del arreglo se utiliza para guardar un elemento
en el conjunto dinámico. Si el conjunto tiene un elemento con clave
k, T [k] guarda un “apuntador” a un par que contiene la clave y los
datos satélites asociados a la clave; en otro caso, T [k] = null

Con direccionamiento directo, las operaciones de diccionario se
implementan en tiempo constante
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Direccionamiento directo

254 Chapter 11 Hash Tables

11.1 Direct-address tables

Direct addressing is a simple technique that works well when the universe U of
keys is reasonably small. Suppose that an application needs a dynamic set in which
each element has a key drawn from the universe U D f0; 1; : : : ; m ! 1g, where m
is not too large. We shall assume that no two elements have the same key.

To represent the dynamic set, we use an array, or direct-address table, denoted
by T Œ0 : : m ! 1!, in which each position, or slot, corresponds to a key in the uni-
verse U . Figure 11.1 illustrates the approach; slot k points to an element in the set
with key k. If the set contains no element with key k, then T Œk! D NIL.

The dictionary operations are trivial to implement:
DIRECT-ADDRESS-SEARCH.T; k/

1 return T Œk!

DIRECT-ADDRESS-INSERT.T; x/

1 T Œx:key! D x

DIRECT-ADDRESS-DELETE.T; x/

1 T Œx:key! D NIL

Each of these operations takes only O.1/ time.
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Figure 11.1 How to implement a dynamic set by a direct-address table T . Each key in the universe
U D f0; 1; : : : ; 9g corresponds to an index in the table. The set K D f2; 3; 5; 8g of actual keys
determines the slots in the table that contain pointers to elements. The other slots, heavily shaded,
contain NIL.

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Direccionamiento directo

1 Direct-Address-Insert(array T, pointer x)

2 T[x.key] = x

3

4 Direct-Address-Search(array T, int k)

5 return T[k]

6

7 Direct-Address-Delete(array T, pointer x)

8 T[x.key] = null

Cada operación requiere Θ(1) tiempo
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Tablas de hash

Las limitaciones del esquema de direccionamiento directo son obvias:

– si el tamaño del universo es muy grande, es imposible/impráctico
tener una tabla de tamaño |U |

– en casos donde podemos construir la tabla, el número de objetos a
guardar es t́ıpicamente mucho menor a |U | por lo que tendŕıamos
un gran desperdicio de espacio

Con una tabla de hash podemos invertir Θ(|K|) espacio para
almacenar un conjunto K ⊆ U de claves y garantizar operaciones
que tomen tiempo promedio Θ(1) bajo condiciones razonables
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Hashing

Con direccionamiento directo, un elemento con clave k es almacenado
en el slot con ı́ndice k

Con hashing, el elemento es almacenado en el slot con ı́ndice h(k)
donde h(·) es una función de hashing:

h : U → {0, 1, . . . ,m− 1}

que se utiliza para indexar el arreglo T [0 . . .m− 1] con m� |U |
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Hashing

256 Chapter 11 Hash Tables

11.2 Hash tables

The downside of direct addressing is obvious: if the universe U is large, storing
a table T of size jU j may be impractical, or even impossible, given the memory
available on a typical computer. Furthermore, the set K of keys actually stored
may be so small relative to U that most of the space allocated for T would be
wasted.

When the set K of keys stored in a dictionary is much smaller than the uni-
verse U of all possible keys, a hash table requires much less storage than a direct-
address table. Specifically, we can reduce the storage requirement to ‚.jKj/ while
we maintain the benefit that searching for an element in the hash table still requires
only O.1/ time. The catch is that this bound is for the average-case time, whereas
for direct addressing it holds for the worst-case time.

With direct addressing, an element with key k is stored in slot k. With hashing,
this element is stored in slot h.k/; that is, we use a hash function h to compute the
slot from the key k. Here, h maps the universe U of keys into the slots of a hash
table T Œ0 : : m ! 1!:
h W U ! f0; 1; : : : ; m ! 1g ;

where the size m of the hash table is typically much less than jU j. We say that an
element with key k hashes to slot h.k/; we also say that h.k/ is the hash value of
key k. Figure 11.2 illustrates the basic idea. The hash function reduces the range
of array indices and hence the size of the array. Instead of a size of jU j, the array
can have size m.
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Figure 11.2 Using a hash function h to map keys to hash-table slots. Because keys k2 and k5 map
to the same slot, they collide.
Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Colisiones

La idea es buena excepto que pueden existir colisiones: dos o más
claves distintas cuyo valor de hash es el mismo

Existen varias formas de resolver colisiones. Nosotros veremos dos
métodos generales para la resolución de colisiones:

– encadenamiento (chaining)

– direccionamiento abierto (open addressing)

Lo ideal es que no existan o reducir al máximo las colisiones. Para
esto, la función de hash debe parecer “aleatoria” lo cual significa que
claves distintas tengan valores de hash distintos
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Resolución de colisiones con encadenamiento

Bajo encadenamiento todos los elementos asociados al mismo slot son
mantenidos en una lista doble enlazada

El contenido del slot k, T [k], es un apuntador a una lista con los
elementos en el slot k, o el apuntador null si no hay elementos
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Resolución de colisiones con encadenamiento

11.2 Hash tables 257
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Figure 11.3 Collision resolution by chaining. Each hash-table slot T Œj ! contains a linked list of
all the keys whose hash value is j . For example, h.k1/ D h.k4/ and h.k5/ D h.k7/ D h.k2/.
The linked list can be either singly or doubly linked; we show it as doubly linked because deletion is
faster that way.

There is one hitch: two keys may hash to the same slot. We call this situation
a collision. Fortunately, we have effective techniques for resolving the conflict
created by collisions.

Of course, the ideal solution would be to avoid collisions altogether. We might
try to achieve this goal by choosing a suitable hash function h. One idea is to
make h appear to be “random,” thus avoiding collisions or at least minimizing
their number. The very term “to hash,” evoking images of random mixing and
chopping, captures the spirit of this approach. (Of course, a hash function h must be
deterministic in that a given input k should always produce the same output h.k/.)
Because jU j > m, however, there must be at least two keys that have the same hash
value; avoiding collisions altogether is therefore impossible. Thus, while a well-
designed, “random”-looking hash function can minimize the number of collisions,
we still need a method for resolving the collisions that do occur.

The remainder of this section presents the simplest collision resolution tech-
nique, called chaining. Section 11.4 introduces an alternative method for resolving
collisions, called open addressing.

Collision resolution by chaining
In chaining, we place all the elements that hash to the same slot into the same
linked list, as Figure 11.3 shows. Slot j contains a pointer to the head of the list of
all stored elements that hash to j ; if there are no such elements, slot j contains NIL.

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Resolución de colisiones con encadenamiento

1 Chained-Hash-Insert(array T, pointer x)

2 k = h(x.key)

3 List-Insert(T[k], x)

4

5 Chained-Hash-Search(array T, key k)

6 return List-Search(T[h(k)], k)

7

8 Chained-Hash-Delete(array T, pointer x)

9 k = h(x.key)

10 List-Delete(T[k], x)
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Análisis de encadenamiento

– Insertar un elemento en la cabeza de una lista doble enlazada toma
tiempo constante

– Eliminar un elemento de una lista doble enlazada toma tiempo
constante (dado el apuntador al elemento)

– Buscar un elemento toma tiempo proporcional al tamaño de la lista

En lo que resta, veremos que bajo suposiciones razonables cada lista
en la tabla tiene un número promedio constante de elementos
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Análisis peor caso de encadenamiento

Considere una tabla de hash con m slots y n elementos

Definimos el factor de carga α = n/m como el número promedio de
elementos por slot

El análisis será en función de α, el cual puede ser menor, igual o
mayor a 1

En el peor caso, los n elementos son mapeados al mismo slot creando
una lista enlazada de n elementos y las búsquedas toman tiempo
Θ(n) (el tiempo para calcular la función de hash se asume O(1))
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Análisis tiempo promedio de encadenamiento 1/4

Supondremos que la función de hash mapea cada elemento a uno de
los m slots con igual probabilidad y de forma independiente
(suposición conocida como simple uniform hashing)

Para j = 0, 1, . . . ,m− 1, defina nj igual a la longitud de la lista T [j].
Claramente, n = n0 + n1 + · · ·+ nm−1 es el total de elementos

Considere una búsqueda de la clave k en la tabla de hash T .
Consideramos dos casos: (1) k no está en T y (2) k está en T

Caso 1: k no está en la tabla T . El tiempo de búsqueda es igual al
número promedio de elementos en la lista T [h(k)]. Bajo simple
uniform hashing, E[nh(k)] = α donde α = n/m es el factor de carga

I.e., tiempo promedio es Θ(max{1, α}) = Θ(1 + α)
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Análisis tiempo promedio de encadenamiento 2/4

Caso 2: k está en la tabla T . Asumimos que la clave k es una de las
n claves en la tabla con igual probabilidad

El tiempo necesario para buscar k es 1 + número de elementos que
aparecen antes de k en la lista T [h(k)]

Como las inserciones se hacen a la cabeza de la lista, los elementos
antes de la clave k en T fueron insertados después de k

Sean x1, x2, . . . , xn los elementos en T con claves k1, k2, . . . , kn en el
orden en que fueron insertados

Definimos las variables aleatorias:

− Zi = II{k = ki} (1 ssi estamos buscando la clave ki)

− Xij = II{h(ki) = h(kj)} (1 ssi colisión entre ki y kj)

− t(k) = tiempo-búsqueda(k) =
∑n

i=1 Zi
(
1 +

∑n
j=i+1Xij

)
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Análisis tiempo promedio de encadenamiento 3/4

Bajo simple uniform hashing: E[Xij ] = 1/m

Por la suposición sobre la clave k a buscar: E[Zi] = 1/n

Calculemos E[t(k)]:

E[t(k)] = E
[ n∑
i=1

Zi

(
1 +

n∑
j=i+1

Xij

)]
=

n∑
i=1

E[Zi]E
[
1 +

n∑
j=i+1

Xij

]

=
1

n

n∑
i=1

(
1 +

n∑
j=i+1

E[Xij ]

)
=

1

n

n∑
i=1

(
1 +

n∑
j=i+1

1

m

)

= 1 +
1

nm

n∑
i=1

(n− i) = 1 +
n− 1

2m
= 1 +

α

2
− α

2n

= Θ(1 + α)
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Análisis tiempo promedio de encadenamiento 4/4

Conclusiones:

– Si el número n de elementos es O(m), entonces α = O(1) y la
búsqueda en la tabla de hash toma tiempo promedio constante

– Si el número n de elementos es mucho mayor a m, entonces α no
es constante y la búsqueda toma tiempo Θ(α)

– Con más trabajo (ejercicio 11-2), se muestra que la esperanza del
mayor número de elementos en un slot es O(log n/ log logn)

En la práctica, cuando n se acerca a m, la tabla se redimensiona
automáticamente (rehashing) a una tabla de mayor tamaño
(t́ıpicamente de tamaño 2m)

Rehashing toma tiempo constante amortizado (§17, CI2613)
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Funciones de hash

Una buena función de hash satisface simple uniform hashing

Si las claves son números reales en [0, 1), uniformes e independientes,
h(k) = bmkc es una buena función de hash

Un principio que usualmente produce buenas funciones es evitar que
los valores de hash dependan de “patrones” existentes en las claves

Presentamos tres métodos de hashing:

– método de división

– método multiplicativo

– funciones de hash de Jenkins
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Método de división

Muchas funciones asumen que las claves son números naturales: ya
sea porque son tales números o porque pueden mapearse a ellos

El método de división define h(k) = (k mod m) donde m es el
número de slots

Ejemplo: para m = 12 y k = 100: h(k) = 4 ya que 100 = 12× 8 + 4

No todos los valores de m son adecuados, m = 2p y m = 2p − 1 no
son buenos valores en muchos casos

En cambio, m = p (donde p es un primo “lejano” a una potencia de
2) frecuentemente resulta en una buena función de hash
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Método multiplicativo

El método multiplicativo involucra dos operaciones. Dadas constantes
k (entero positivo) y A ∈ (0, 1), la función de hash multiplicativa es

h(k) = bm× (kA mod 1)c

donde ‘x mod 1’ denota la fracción de x; i.e. x mod 1 = x− bxc

Ejemplo: para m = 12, k = 100 y A = 5/7:

h(k) = b12× (100×57 mod 1)c = b12× (71.428 mod 1)c = 5

Una ventaja de este método es que el valor de m no es cŕıtico

D. E. Knuth recomienda A ≈ (1−
√

5)/2 = 0.6180339887 . . .
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Implementación eficiente del método multiplicativo

Escogemos m = 2p para algún entero p y suponga que la palabra del
computador tiene w bits

Escogemos A ∈ (0, 1) que pueda expresarse como A = s/2w donde
0 < s < 2w

Para calcular h(k), multiplicamos k por s = A× 2w para obtener el
número r1 × 2w + r0 de 2w bits donde r0 y r1 son de w bits cada uno

El valor h(k) lo conforman los p bits más significativos de r0; i.e.
h(k) = r0 � (w − p)
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Implementación eficiente del método multiplicativo
264 Chapter 11 Hash Tables

× s D A ! 2w

w bits

k

r0r1

h.k/

extract p bits

Figure 11.4 The multiplication method of hashing. The w-bit representation of the key k is multi-
plied by the w-bit value s D A ! 2w . The p highest-order bits of the lower w-bit half of the product
form the desired hash value h.k/.

fractional part of kA. Then, we multiply this value by m and take the floor of the
result. In short, the hash function is
h.k/ D bm .kA mod 1/c ;

where “kA mod 1” means the fractional part of kA, that is, kA " bkAc.
An advantage of the multiplication method is that the value of m is not critical.

We typically choose it to be a power of 2 (m D 2p for some integer p), since we
can then easily implement the function on most computers as follows. Suppose
that the word size of the machine is w bits and that k fits into a single word. We
restrict A to be a fraction of the form s=2w , where s is an integer in the range
0 < s < 2w . Referring to Figure 11.4, we first multiply k by the w-bit integer
s D A ! 2w . The result is a 2w-bit value r12w C r0, where r1 is the high-order word
of the product and r0 is the low-order word of the product. The desired p-bit hash
value consists of the p most significant bits of r0.

Although this method works with any value of the constant A, it works better
with some values than with others. The optimal choice depends on the character-
istics of the data being hashed. Knuth [211] suggests that
A # .

p
5 " 1/=2 D 0:6180339887 : : : (11.2)

is likely to work reasonably well.
As an example, suppose we have k D 123456, p D 14, m D 214 D 16384,

and w D 32. Adapting Knuth’s suggestion, we choose A to be the fraction of the
form s=232 that is closest to .

p
5 " 1/=2, so that A D 2654435769=232 . Then

k ! s D 327706022297664 D .76300 ! 232/ C 17612864, and so r1 D 76300
and r0 D 17612864. The 14 most significant bits of r0 yield the value h.k/ D 67.

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press

Ejemplo: k = 123456, p = 14, m = 214 = 16, 384 y w = 32

Escogemos A = 2654435769/232 = 0.6180339886 (siguiendo a Knuth)

k × s = 327706022297664 = 76300× 232 + 17612864 = r1 × 232 + r0

h(k) = “los 14 bits más significativos de r0” = 67
c© 2018 Blai Bonet

Funciones de hash de Jenkins

Diseñadas por Bob Jenkins para cadenas de bytes. Ampliamente
utilizadas. Existen varias versiones

Input: arreglo key[0 . . . len− 1] y longitud len

Output: valor de hash para el arreglo key[0 . . . len− 1]

1 Jenkins-One-At-A-Time(array key)

2 int32 hash = 0

3 for i = 1 to key.length

4 hash = hash + key[i]

5 hash = hash + (hash << 10)

6 hash = hash ^ (hash >> 6)

7 hash = hash + (hash << 3)

8 hash = hash ^ (hash >> 11)

9 hash = hash + (hash << 15)

10 return hash

Fuente: Wikipedia
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Direccionamiento abierto

En direccionamiento abierto todos los elementos del diccionario son
guardados en la tabla sin necesidad de utilizar memoria adicional (i.e.
listas enlazadas)

Cada slot de la tabla contiene un apuntador a un elemento o el
apuntador null que indica que el slot esta vaćıo

Al buscar un elemento, la tabla es recorrida de forma sistemática
hasta encontrarlo o detectar que no se encuentra en la tabla

La ventaja de direccionamiento abierto es que no utiliza apuntadores
lo que se traduce en tener una mayor capacidad de almacenamiento
que un esquema con encadenamiento y la misma memoria
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Inserción con direccionamiento abierto

Para insertar un elemento x con clave k debemos buscar un slot
disponible en donde colocar el nuevo elemento x

La búsqueda se realiza con una sonda (probe) la cual es generada
por una función de hash h de forma

h : U × {0, 1, . . . ,m− 1} → {0, 1, . . . ,m− 1}

donde m es el número de slots en la tabla

Para toda clave k, la función de hash debe cumplir con que la sonda

〈h(k, 0), h(k, 1), . . . , h(k,m− 1)〉

es una permutación de {0, 1, . . . ,m− 1}
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Función de hash para direccionamiento abierto

h : U × {0, 1, . . . ,m− 1} → {0, 1, . . . ,m− 1}

Esquema con m = 4 slots

h(k, 0) h(k, 1) h(k, 2) h(k, 3)

k = 73 3 2 0 1
k = 23 2 1 0 3
k = 28 2 3 1 0
k = 91 0 1 2 3

. . .
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Inserción con direccionamiento abierto

La idea es buscar un slot disponible a lo largo de la sonda hasta
encontrarlo o hasta determinar que tal slot no existe en la tabla

1 Hash-Insert(hash T, pointer x)

2 i = 0

3 repeat

4 j = h(x.key, i)

5 if T[j] == null

6 T[j] = x % éxito: el elemento x se inserta

7 return j

8 else

9 i = i + 1

10 until i == T.size

11 error "hash table overflow"
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Búsqueda con direccionamiento abierto

Para buscar, exploramos la tabla en el mismo orden de la inserción
hasta encontrar el elemento, encontrar el apuntador null, o haber
explorado toda la tabla

1 Hash-Search(hash T, key k)

2 i = 0

3 repeat

4 j = h(k, i)

5 if T[j].key == k

6 return j % éxito: la clave k se encuentra

7 else

8 i = i + 1

9 until T[j] == null || i == T.size % T no contiene la clave k

10 return null
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Eliminación con direccionamiento abierto

La eliminación es más compleja. No es correcto asignar null al slot j
del elemento a eliminar ya que la búsqueda dejaŕıa de ser correcta

Podemos utilizar un valor especial deleted y reemplazar T [j] por
deleted al eliminar el elemento en el slot T [j]

También debemos cambiar Hash-Insert para que inserte un
elemento en un slot que contenga null o deleted. Observe que
Hash-Search no hace falta modificarlo

Sin embargo, el desempeño ya no sólo depende del factor de carga α.
Por esta razón direccionamiento abierto se suele utilizar cuando no
hace falta eliminar claves
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Análisis de direccionamiento abierto

Asumimos uniform hashing: 〈h(k, 0), h(k, 1), . . . , h(k,m− 1)〉 es
una permutación aleatoria uniforme de las m! posibles permutaciones
sobre {0, 1, . . . ,m− 1}

Uniform hashing generaliza la noción de simple uniform hashing
sobre las sondas generadas por la función de hash

Implementar uniform hashing es dif́ıcil

Luego veremos algunas funciones de hash que aproximan esta idea
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Análisis de direccionamiento abierto

Con direccionamiento abierto cada slot de la tabla contiene a lo sumo
un elemento; i.e. α = n/m ≤ 1

Primero calculamos el número promedio de inspecciones al hacer una
búsqueda de una clave k que no está en la tabla cuando α < 1

Defina v.a. X como el número de inspecciones a realizar al buscar k,
y considere el evento

Ai = “la i-ésima inspección ocurre y es sobre un slot ocupado”

Observe que el evento {X ≥ i} es igual a A1 ∩A2 ∩ · · · ∩Ai−1

Acotaremos P(X ≥ i) acotando P(A1 ∩A2 ∩ · · · ∩Ai−1)
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Análisis de direccionamiento abierto

P(A1 ∩A2 ∩ · · · ∩Ai−1) = P(A1) · P(A2|A1) · · ·P(Ai−1|A1, . . . , Ai−2)

Como existen n elementos en la tabla y m slots:

P(A1) = α

P(A2|A1) =
n− 1

m− 1

P(A3|A1, A2) =
n− 2

m− 2

P(Aj |A1, . . . , Aj−1) =
n− j + 1

m− j + 1

Por ejemplo, para P(A2|A1) observe que dado A1, existen m− 1 slots y

n− 1 elementos restantes en la tabla. Similar para las otras probabilidades
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Análisis de direccionamiento abierto

P(A1 ∩A2 ∩ · · · ∩Ai−1) =
n

m
× n− 1

m− 1
× · · · × n− i+ 2

m− i+ 2

≤
( n
m

)i−1
= αi−1

Calculamos E[X]:

E[X] =
∑
i≥1

P(X ≥ i) ≤
∑
i≥1

αi−1 =
∑
i≥0

αi =
1

1− α

Si α ≤ constante, las búsquedas infructuosas toman tiempo O(1).
E.g., para α = 1

2 , el número promedio de inspeccciones es 2 y para
α = 9

10 es 10 independientemente del número m de slots

Al insertar se debe realizar una búsqueda. El tiempo promedio para
insertar un elemento x en una tabla con α < 1 es 1/(1− α)
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Análisis de direccionamiento abierto

Ahora acotamos el tiempo promedio para buscar una clave k que si
está en la tabla. Suponemos que k es cualquier clave en la tabla
con igual probabilidad

Si k es la (i+ 1)-ésima clave insertada, buscarla es equivalente a
hacer una búsqueda infructuosa en una tabla que solo contiene las
primeras i claves. Su búsqueda toma tiempo promedio 1

1− i
m

= m
m−i

1

n

n−1∑
i=0

m

m− i
=

m

n

n−1∑
i=0

1

m− i
=

1

α

m∑
i=m−n+1

1

i

≤ 1

α

∫ m

m−n

dx

x
=

1

α
ln

m

m− n
=

1

α
ln

1

1− α

Por ejemplo, para α = 1
2 se realizan 1.38 inspecciones en promedio, y

para α = 9
10 se realizan 2.55 inspecciones en promedio
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Resumen del análisis de direccionamiento abierto

Factor de carga: α = n
m es número promedio de elementos por slot

Búsqueda de clave que no está en la tabla: O( 1
1−α)

Búsqueda de clave que si está en la tabla: O( 1
α ln 1

1−α)

Inserción: O( 1
1−α)

En la práctica α se mantiene acotado por una constante (e.g. 0.75), y
cuando se supera dicho valor se hace rehashing
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Funciones de hash para direccionamiento abierto

Tres métodos para construir funciones de hash para direccionamiento
abierto:

– linear probing

– quadratic probing

– hashing doble
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Linear probing

Dada una función estándar de hash h′ : U → {0, 1, . . . ,m− 1}, linear
probing define h : U × {0, 1, . . . ,m− 1} → {0, 1, . . . ,m− 1}:

h(k, i) = (h′(k) + i) mod m

Linear probing es fácil de implementar pero sufre de un problema
conocido como primary clustering donde largas secuencias de slots
llenos aparecen en la tabla haciendo que las operaciones de inserción y
búsqueda se hagan cada vez más lentas
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Agrupamiento primario (primary clustering)

En linear probing, h(k) = (h′(k) + i) mod m define la sonda

〈h′(k) mod m, (h′(k) + 1) mod m, (h′(k) + 2) mod m, . . .〉

Si existe un bloque contiguo de celdas ocupadas en la tabla y h′(k)
“cae” dentro del bloque, al insertar la clave k el bloque “crece”

A medida que el bloque se hace más largo, las colisiones se hacen más
probables, y es más probable que el bloque siga creciendo
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Quadratic probing

Quadratic probing también utiliza una función de hash h′ auxiliar:

h(k, i) = (h′(k) + c1 × i+ c2 × i2) mod m

donde c1 y c2 son constantes positivas

Para poder utilizar toda la tabla (i.e., para que las sondas sean
realmente permutaciones de {0, 1, . . . ,m− 1} ciertas restricciones
entre los valores de c1, c2 y m se deben obedecer

Quadratic probing es mucho mejor que linear probing pero también
sufre un problema de clustering conocido como secondary clustering

Observe que las sondas de linear y quadratic probing están
completamente determinadas por el primer elemento, y por lo tanto
solo existen m secuencias distintas
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Hashing doble

Hashing doble utiliza dos funciones de hash h1 y h2 auxiliares:

h(k, i) = (h1(k) + i× h2(k)) mod m

El primer slot para la clave k es T [h1(k)], los siguientes slots se
encuentran a un desplazamiento h2(k) (módulo m) del anterior

El valor h2(k) debe ser primo relativo a m para que la secuencia
recorra toda la tabla. Formas de garantizar esto son:

– m es una potencia de 2 y h2 siempre retorna un numero impar

– m es un primo y h2 siempre retorna un número positivo menor a m

En ambos casos, el número diferente de sondas es O(m2) mejorando
sustancialmente a linear y quadratic probing
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Resumen

• Una tabla de hash implementa un diccionario

• La idea es utilizar un arreglo de slots para guardar los elementos y
una función de hash que mapea claves en slots

• Existen dos formas de resolver colisiones: encadenamiento y
direccionamiento abierto

• En encadenamiento, las claves asociadas a un slot se mantienen en
una lista doble enlazada

• En direccionamiento abierto, las claves se mantienen en la tabla y
se utiliza la función de hash para obtener una sonda de búsqueda
sobre la tabla

• Bajo suposiciones razonables, ambos métodos garantizan tiempo
promedio constante por operación
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Ejercicios (1 de 6)

1. (11.1-1) Considere un conjunto dinámico representado por una tabla de
direccionamiento directo de tamaño m. Describa un procedimiento que
encuentre el elemento de mayor clave en S. ¿Cuál es la complejidad de
su procedimiento en el peor caso y mejor caso?

2. (11.1-2) Un vector de bits es un arreglo de bits (de 0s y 1s). Un vector
de bits de tamaño m requiere de mucho menos espacio que un arreglo de
m apuntadores. Describa como utilizar un vector de bits para representar
un conjunto de claves que no contienen datos satélites. Las operaciones
de diccionario deben tomar tiempo Θ(1)

3. (11.1.-3) Discuta como implementar una tabla de direccionamiento
directo para guardar claves que no tienen porque ser distintas y que
tambén tienen datos satélites asociados. Las operaciones de diccionario
deben corren en tiempo Θ(1) y no olvide que la operación de eliminar
una clave toma como argumento el objeto a ser eliminado y no una clave
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Ejercicios (2 de 6)

4. Mostrar que bajo simple uniform hashing resolución de colisiones por
encadenamiento E[Xij ] = 1/m y que el número promedio de elementos
por slot es α

5. Argumentar la independencia de las v.a. Zi y Xij usada en el ańalisis de
resolución de colisiones por encadenamiento

6. Verificar la implementación eficiente de hashing multiplicativo

7. Mostrar que si las claves se distribuyen de forma uniforme e independiente
en [0, 1), entonces (k) = bmkc es una buena función de hash

8. Probar que n−1
m−1 ≤

n
m cuando n ≤ m
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Ejercicios (3 de 6)

9. (11.1.4)? Deseamos implementar un diccionario utilizando
direccionamiento directo sobre un arreglo T de gran dimensión. Debido a
su tamaño no es práctico inicializar el arreglo T . Describa como
implementar dicho diccionario donde cada objeto requiera espacio Θ(1),
cada operación de diccionario tome tiempo Θ(1), y la inicialización de la
estructura de datos se realice en tiempo Θ(1)

(Ayuda: utilice dos arreglos de dimensión igual a T . El primer arreglo se
maneja como un stack de dimensión igual a los elementos guardados en
T y que se utiliza para validar las entradas en T que corresponden con
elementos en T , el segundo arreglo guarda los elementos de T .)

10. (11.2-1) Considere una función de hash h para indexar n claves distintas
en una tabla de tamaño m. Asumiendo simple uniform hashing, calcule el
número promedio de colisiones; i.e. la cardinalidad esperada del conjunto
{k 6= ` : k 6= ` ∧ h(k) = h(`)}
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Ejercicios (4 de 6)

11. (11.2-2) Muestre que pasa cuando inserta las claves 5, 28, 19, 15, 20, 33,
12, 17, 10 en una tabla de hash con 9 slots y colisiones resueltas por
encadenamiento. Utilice la función de hash h(k) = k mod 9

12. (11.2-3) Implemente una tabla de hash con colisiones resueltas por
encadenamiento en donde las listas para cada slot están ordenadas de
forma no decreciente por las claves. ¿Cómo se ven afectados los
desempeños de las operaciones? ¿Vale la pena?

13. (11.2-5) Suponga que guardamos un conjunto K de n claves en una
tabla de tamaño m. Muestre que si las claves provienen de un universo U
con |U | > nm, entonces existe un subconjunto K ′ ⊆ U de n claves que
van todas al mismo slot. Por lo tanto, el peor caso para las operaciones
de búsqueda sobre el hash es Θ(n) en lugar de Θ(1), aún cuando la
función de hash satisfaga simple uniform hashing
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Ejercicios (5 de 6)

14. (11.2-6) Suponga que tenemos n claves guardadas en un tabla de hash
de tamaño m con colisiones resueltas por encadenamiento. También
suponga que conocemos la longitud de cada cadena y que L es la
longitud máxima. Describa un procedimiento que selecciona una clave
uniformemente al azar de la tabla en tiempo esperado O(L(1 + 1/α))

15. (11.3-1) Suponga que debemos hacer una búsqueda sobre una lista
enlazada con n elementos, donde cada elemento contiene una clave k y
también el valor de hash h(k). Las claves son cadenas largas de
caracteres (strings). ¿Cómo pueden utilizarse los valores de hash para
hacer la búsqueda de una clave más eficiente?

16. (11.3-2) Suponga que insertamos cadenas de r bytes en una tabla con m
slots al considerar cada cadena como un número en base 128 y al utilizar
el método de división. Asumiendo que el número m de slots cabe en una
palabra de 32 bits (i.e. m < 232), explique como podemos implementar el
método de división para computar el valor hash de una cadena solo
utilizando espacio adicional constante
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Ejercicios (6 de 6)

17. (11.3-4) Considere una tabla de hash de tamaño m = 1000 con la
función de hash h(k) = bm(kA mod 1)c con A = (

√
5− 1)/2. Calcular

los valores de h(k) para las claves 61, 62, 63, 64 y 65

18. (11.4-1) Considere una tabla de hash donde las colisiones son resueltas
con direccionamiento abierto. Considere la inserción de las claves 10, 22,
31, 4, 15, 28, 17, 88, 59 en una tabla con m = 11 slots y con la función
auxiliar de hash h′(k) = k. Mostrar el resultado de la inserción al utilizar
linear probing, quadractic probing con c1 = 1 y c2 = 3, y hashing doble
con h1(k) = k y h2(k) = 1 + (k mod (m− 1))

19. (11.4-2) Escriba el procedimiento Hash-Delete para direccionamiento
abierto y modifique Hash-Insert para que maneje el valor deleted

20. (11.4-3) Considere una tabla de hash donde las colisiones son resueltas
con direccionamiento abierto bajo uniform hashing. Acote el número
promedio de sondas en búsquedas exitosas e infructuosas cuando el factor
de carga es 3

4 y 7
8

c© 2018 Blai Bonet


