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Arboles rojo negro

Objetivos

e Arboles rojo negro

o Operaciones de insercién y eliminacién
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Arboles rojo negro

Un arbol rojo negro es un arbol binario de bisqueda que garantiza
altura O(logn) cuando almacena n elementos

Adicional a los apuntadores para los hijos y el padre, los nodos tiene
asociado 1 bit de color

También se utiliza un nodo sentinela nil tal que el papd de la raiz es
el sentinela, asi como los hijos de las hojas, y uno de los hijos de los
nodos internos que tienen un dnico hijo

Todos los nodos tienen padre bien definido excepto el sentinela
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Ejemplo de arbol rojo negro

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Ejemplo de arbol rojo negro con sentinela

T.nil

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Claves duplicadas

En un 4rbol binario de bisqueda las claves duplicadas no representan
ningln problema y por lo tanto son permitidas

En un arbol rojo negro las claves duplicadas son un problema al
momento de insertar y eliminar nodos. Por lo tanto, en un arbol rojo
negro no se permiten claves duplicadas
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Propiedades de arboles rojo negro
Los colores son utilizados para acotar las estructuras permitidas

Las propiedades que definen a los drboles rojo y negro son:

P1. Todo nodo es rojo o negro

P2. La raiz es negra

P3. El sentinela es negro

P4. Si un nodo es rojo, sus hijos son negros

P5. Para cada nodo, todos los caminos simples desde el nodo hasta
las hojas tienen el mismo namero de nodos negros

En particular, en un arbol rojo negro el camino mas largo puede ser a
lo sumo 2 veces mas largo que el camino mas corto
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Altura negra

Definimos la altura negra de un nodo x, denotada por bh(x), como
el nimero de nodos negros, sin incluir x, en un camino simple desde x
hasta las hojas

Por la propiedad P5, la altura negra esta bien definida
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Ejemplo de arbol rojo negro con alturas negras

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Altura negra: resultado fundamental

Un arbol rojo negro con n claves (nodos internos) tiene altura h
menor o igual a 2logy(n + 1)

Prueba:

Primero mostramos por induccién en h(z) que el subdrbol enraizado en x
tiene un niimero de claves N(z) > 20h(®) _ |

e Para h(x) =0, x = nil, bh(z) =0y N(z) =0 =20 — 1 = 207(=) 1

e Para el paso inductivo, considere un nodo x con h(x) > 0. Sus dos hijos y
y z tienen altura negra igual a bh(z) é bh(x) — 1

Usando la hipédtesis inductiva

> gbh(z)—1 4 gbh(z)=1 _ 1 _ gbh(z) _1 -
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Altura negra: resultado fundamental

Un arbol rojo negro con n claves (nodos internos) tiene altura h
menor o igual a 2logy(n + 1)

Prueba:

Considere ahora un arbol rojo negro con raiz r y de altura h con n claves

Por la propiedad P4, a lo sumo la mitad de los nodos en un camino
simple desde la raiz hasta las hojas son rojos

Por lo tanto, la altura negra de la raiz satisface bh(r) > h/2
Entonces, n > 20h(1) — 1 > oh/2 _ 1 — pn 41 > 2M/2
Calculamos:

logo(n+1) > h/2 = h < 2logy(n+1) 0
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Operaciones tipo query sobre arboles rojo negro

Como un 4rbol rojo negro con n claves es un arbol binario de
bisqueda de altura O(logn), entonces las operaciones de query:

— Search
— Minimum
— Maximum

— Predecessor

— Successor

corren en tiempo O(logn) sobre drboles rojo negro

Las operaciones de insercidn y eliminacién deben modificarse para que
preserven las propiedades P1-P5 que definen los arboles rojo negro
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Rotaciones

Operacién fundamental para balancear el arbol durante inserciones y
eliminaciones. Existen rotaciones a la izquierda y a la derecha:

— En una rotacién a la derecha con pivote = se asume xz.left # nil

— En una rotacién a la izquierda con pivote = se asume x.right # nil

Como se dijo antes, se asume que el padre de la raiz es nil
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Rotaciones

LEFT-ROTATE(T, X)

'}/ .................................:i|. o
RIGHT-ROTATE(T, y)

o B B 14

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press

Ambas operaciones toman tiempo constante

Ambas operaciones mantienen la propiedad de arbol de busqueda
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Rotacion a la izquierda

Left-Rotate(RBtree T, pointer x)
y = x.right
x.right = y.left
if y.left != T.nil then y.left.p = x

y.p = X.p

if x.p == T.nil
T.root =y

else if x == x.p.left
x.p.left =y

else
x.p.right =y

y.left = x

X.p =Yy
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LEFT-ROTATE(T, X)
e

RIGHT-ROTATE(T, y)
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Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Ejemplo de rotacion a la izquierda

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Insercion

Las inserciones se hacen de manera similar a las inserciones en un
arbol binario de blsqueda:

— primero se busca en donde realizar la insercién
— segundo, el nodo z se inserta a nivel de las hojas y se pinta de rojo

— luego, de ser necesario, se pintan y se hacen rotaciones sobre los
ancestros de z para restablecer las propiedades P1-P5
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L4

Insercion
1 RB-Insert(RBtree T, pointer z)
2 y = T.nil % inicializamos x a la raiz y y al padre de x
3 x = T.root
4 while x != T.nil % buscamos en donde hacer la insercién
5 y =X
6 if z.key < x.key
7 x = x.left
8 else
9 X = X.right
10
11 % insertamos el nodo z como hijo de y (a nivel de las hojas)
12 zZ.p =y
13 if y.p == T.nil
14 T.root = z
15 else if z.key < y.key
16 y.left = z
17 else
18 y.right = z
19 z.left = T.nil
20 z.right = T.nil
21
22 z.color = RED % el nodo z se pinta de rojo
23 RB-Insert-Fixup(T, z) % restablecemos propiedades P1--P5
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Correccion en insercion

1 RB-Insert-Fixup(RBtree T, pointer z)

2 while z.p.color == RED

3 if z.p == z.p.p.left

4 y = z.p.p.right

5 if y.color == RED % caso
6 z.p.color = BLACK % caso
7 y.color = BLACK % caso
8 z.p.p.color = RED % caso
9 z = z.p.p % caso
10 else

11 if z == z.p.right % caso
12 z =2z.p % caso
13 Left-Rotate(T, z) % caso
14

15 z.p.color = BLACK % caso
16 z.p.p.color = RED % caso
17 Right-Rotate(T, z.p.p) % caso
18 else

19 % como el bloque de arriba pero intercambiando left

20 % por right, y Left-Rotate por Right-Rotate

21

22 T.root.color = BLACK

e

(© 2018 Blai Bonet




Ejemplo de insercion

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Analisis de la insercion

Similar a arboles binarios, la blsqueda del lugar para la insercién toma
tiempo O(h) = O(logn) donde h es la altura del arbol y n es el
nimero de claves en el arbol

Luego, la insercién llama a RB-Insert-Fixup(T, z):

— en el caso 3, el padre de z se pinta de rojo y el lazo termina
— en el caso 2, a continuacién se pasa al caso 3

— en el caso 1, z se asigna al “abuelo” de z

Entonces, RB-Insert-Fixup (T, z) toma tiempo O(h) = O(logn)
en el peor caso, y la insercién toma tiempo O(logn)
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Correctitud de la insercion

i Qué propiedades pueden ser violadas después de insertar z y antes de
llamar a RB-Insert-Fixup?

P1. Todo nodo es rojo o negro [CIERTA]
P2. La raiz es negra

P3. El sentinela es negro [CIERTA]

P4. Si un nodo es rojo, sus hijos son negros

P5. Para cada nodo, todos los caminos simples desde el nodo hasta
las hojas tienen el mismo nimero de nodos negros [CIERTA]

Solamente P2 6 P4 pudieran ser violadas

Ambas violaciones vendrian de pintar de rojo al nuevo nodo z
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Restablecimiento de las propiedades
RB-Insert-Fixup restablece las propiedades de forma iterativa
La correctitud se establece con el siguiente invariante de tres partes
que es cierto al inicio de cada iteracidn del ciclo:
— el nodo z es rojo

— si z.p es la raiz del arbol, entonces z.p es negro

— si el drbol viola alguna de las propiedades, entonces se viola una sola
de ellas que es P2 o P4. Si el arbol viola P2 es porque z es la raiz y
z es rojo. Si el arbol viola P4 es porque ambos z y z.p son rojos

Cuando el ciclo termina, z.p es negro y por lo tanto, por el invariante,
la unica propiedad que pudiera estar violdndose seria P2. La linea 22
restablece P2 al pintar la raiz de negro
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Caso 1 durante insercion

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Casos 2 y 3 durante insercién

Case 2 Case 3

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Eliminacion

Similar a la insercién, la eliminacién se basa en la eliminacién de
nodos para arboles binarios de blsqueda

La eliminacién recibe un apuntador al nodo z que se quiere eliminar

Como lo hicimos en arboles binarios de bisqueda, usamos una rutina
de transplante de nodos
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Transplante de nodos en arboles rojo negro

1 RB-Transplant (RBtree T, pointer u, pointer v)

2 if u.p == T.nil % es u es raiz?
3 T.root = v

4 else if u = u.p.left % es u hijo izquierdo?
5 u.p.left = v

6 else % u es hijo derecho
7 u.p.right = v

8 V.p = u.p

Un poco mas sencilla que el transplante en arboles binarios de
bisqueda ya que el nodo v siempre es distinto de null
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Eliminacién en arboles rojo negro

1 RB-Delete(RBtree T, pointer z)
2 y =2z
3 y-original-color = y.color
4 if z.left == T.nil
5 X = z.right
6 RB-Transplant(T, z, z.right)
7 else if z.right == T.nil
8 x = z.left
9 RB-Transplant(T, z, z.left)
10 else
11 y = Tree-Minimum(z.right)
12 y-roginal-color = y.color
13 X = y.right
14
15 if y.p==2z
16 X.p=y
17 else
18 RB-Transplant(T, y, y.right)
19 y.right = z.right
20 y.right.p =y
21
22 RB-Transplant(T, z, y)
23 y.left = z.left
24 y.left.p = y
25 y.color = z.color
26
27 if y-original-color == BLACK
28 RB-Delete-Fixup(T, x)
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Correccion en eliminacion

RB-Delete-Fi
while x
if x

© 000Uk WN =

26 else

30 x.color

xup(RBtree T, pointer x)
!= T.root &% x.color == BLACK
== x.p.left
w = X.p.right
if w.color == RED
w.color = BLACK
x.p.color = RED
Left-Rotate(T, x.p)
w = X.p.right

if w.left.color == BLACK && w.right.color == BLACK
w.color = RED
X = X.p
else
if w.right.color == BLACK
w.left.color = BLACK
w.color = RED
Right-Rotate(T, w)
w = X.p.right

w.color = x.p.color
x.p.color = BLACK
w.right.color = BLACK
Left-Rotate(T, x.p)

x = T.root

% como el bloque de arriba pero intercambiando left
% por right, y Left-Rotate por Right-Rotate
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Analisis de la eliminacion

RB-Delete (T, z) toma tiempo O(h) = O(logn) sin contar el
tiempo de RB-Delete-Fixup (T, x) por la llamada a Tree-Minimum

e En el caso 1 se realizan operaciones de tiempo constante y luego se
pasa al caso 2,304

e Los casos 3 y 4 terminan por la asignacién de la raiz a = en linea 25

e El caso 2 termina con la asignacién x = x.p por lo que el niimero
de iteraciones estd acotado por O(h) = O(logn)

Entonces, RB-Delete (T, z) toma tiempo O(logn)
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Correctitud de la eliminacion

Ver el libro!
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Resumen

e Los arboles rojo negro implementan todas las operaciones sobre
conjuntos dindmicos en tiempo O(logn) en el peor caso donde n es
el niimero de elementos almacenados en el arbol

e Los drboles rojo negro asignan colores a los nodos (rojo o negro)
para mantener los arboles aproximadamente balanceados

o Las operaciones de insercién y eliminacién de nodos autobalancean
el arbol utilizando los colores y las rotaciones

e Las operaciones de query son las mismas que para los arboles

binarios de bisqueda ya que un arbol rojo negro es un tipo especial
de arbol binario de bisqueda
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Ejercicios (1 de 5)

1. (13.1-1) Dibuje un &arbol binario de biisqueda completo de altura 3 para
las claves {1,2,...,15}. Agregue el sentinela nil de color negro y luego
pinte los nodos de rojo y negro de forma que resulten diferentes arboles
rojo negro de alturas negra 2, 3y 4

2. (13.1-3) Considere un &rbol rojo negro que satisface todas las propiedades
excepto P2 (i.e. la raiz es roja en vez de negra). Si cambiamos el color de
la raiz de rojo a negro, jes el arbol resultante un arbol rojo negro?

3. (13.1-5) Muestre que el camino simple mds largo desde la raiz a una hoja
en un arbol rojo negro tiene longitud que es a lo sumo el doble a la
longitud del camino simple mas corto de la raiz a una hoja

4. (13.1-6) {Cuél es el nlimero mayor de nodos internos que un arbol rojo
negro de altura negra k puede tener? j Cudl es el menor nimero posible?
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Ejercicios (2 de 5)

5. (13.1-7) Describa un arbol rojo negro que tenga la mayor proporcion de
nodos rojos internos con respecto a nodos negros internos. ;Cudl es
dicha proporcién? jCual es la menor tal proporcién y cudl es su valor?

6. (13.2-1) Escriba la rutina Right-Rotate

7. (13.2-2) Argumente que en un arbol binario de bisqueda con n nodos
existen exactamente n — 1 rotaciones posibles

8. Muestre que las rotaciones preservan la propiedad de arbol binario de
bldsqueda
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Ejercicios (3 de 5)

9. (13.2-3) Sean a, b y ¢ nodos arbitrarios en subdrboles «, 8y
respectivamente en siguiente figura. ; Cédmo cambian las profundidades
de a, by ¢ cuando una rotacién a la izquierda es aplicada al nodo x7?

LEFT-ROTATE(T, x)
e

..... " o
RIGHT-ROTATE(T, y)

o B B Y

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press

10. (13.2-4) Muestre que un arbol binario de busqueda cualquiera con n
nodos puede ser transformado a otro drbol binario de bisqueda
cualquiera mediante la aplicacién de O(n) rotaciones (Ayuda: primero
muestra que bastan n — 1 rotaciones para transformar cualquier arbol
binario de blsqueda en un &rbol binario que consiste de una (inica cadena
més a la derecha)
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11.

12.

13.

14.

Ejercicios (4 de 5)

(13.3-1) En la linea 21 de RB-Insert, se pinta de rojo el nuevo nodo
insertado. Si lo hubieramos pintado de negro, entonces las propiedades
P2 y P4 no serian violadas. jPor qué se escoge pintar de rojo el nuevo
nodo y no de negro?

(13.3-2) Muestre el 4rbol rojo negro que resulta de hacer inserciones
sucesivas de las claves 41, 38, 31, 12, 19 y 8 sobre un arbol rojo negro
inicialmente vacio

(13.3-3) Suponga que la altura negra de cada uno de los subarboles «, 3,
v, 0 y € en las figuras para los casos 1, 2 y 3 de la insercién es k.
Verifique que la transformacién indicada preserva la propiedad P5

(13.3-4) Muestre que RB-Insert-Fixup no cambia el color del nodo nil
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15.

16.

17.

Ejercicios (5 de 5)

(13.3-5) Considere un arbol rojo negro de n nodos construido a partir de
una secuencia de n llamadas a RB-Insert. Argumente que sin > 1, el
arbol tiene al menos un nodo rojo

(13.4-3) En el ejercicio 12 se le pide calcular el drbol rojo negro que
resulta de una secuencia de inserciones. Partiendo de ese arbol, muestre
los drboles que resultan de eliminar de forma sucesiva las claves 8, 12, 19,
31,38y41

(13.4-7) Suponga que un nodo x es insertado en un arbol rojo y negro
con RB-Insert y luego eliminado immediatamente con RB-Delete. ;jEs
el 4rbol resultante el mismo antes de la inserciéon? Justifique
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